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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий учебник написан в соответствии с программой курса «Мате­
матическая статистика», утвержденной для специальности «Программирование 
для быстродействующих математических машин».

Цель курса— изложить основы теории вероятностей и математической 
статистики, изучающей закономерности массовых случайных явлений. В книге 
рассматриваются важнейшие методы и приемы обработки результатов на­
блюдений, знание которых необходимо современному программисту при 
разработке алгоритмов решения практических задач. Уделяется внимание 
широко используемому на ЭВМ методу статистических испытаний; приводится 
пример моделирования системы массового обслуживания.

Данные в учебнике задачи не только разъясняют общетеоретические 
положения, но и наглядно иллюстрируют возможные области приложения 
математической статистики. Многие задачи основываются на решении конк­
ретных инженерных, экономических и исследовательских вопросов, поэтому 
к ним следует отнестись с должным вниманием.

Введение, гл. 9— 13 и § 6.5 написаны В. Н. Калининой, гл. 1— 8 — 
В. Ф. Панкиным.

Авторы выражают благодарность В. Л. Тамбовцеву и Я. К. Колде за 
рецензирование рукописи книги и научному редактору проф. В. Н. Гудкову. 
Сделанные ими замечания способствовали улучшению книги. Авторы также 
будут признательны всем, кто пришлет свои критические замечания и пожела­
ния, направленные на улучшение книги.

Авторы
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ВВЕДЕНИЕ

Цель науки — описание, объяснение и предсказание явлений действитель­
ности на основе установленных законов, что позволяет находить решения 
в типичных ситуациях.

В основе научных знаний лежит наблюдение. Для обнаружения общей 
закономерности, которой подчиняется явление, необходимо многократно его 
наблюдать в одинаковых условиях. Чем это вызвано и что понимать под 
одинаковыми условиями?

Многие явления окружающего мира взаимно связаны и влияют одно 
на другое. Проследить все связи и определить влияние каждой из них на 
явление не всегда представляется возможным. Поэтому ограничиваются 
изучением влияния лишь основных факторов, определяющих течение явления. 
Под одинаковыми условиями наблюдений и понимается соблюдение во всех 
наблюдениях практически одинаковых значений основных факторов.

Рассмотрим пример. Станок, хорошо отлаженный в начале работы, со 
временем теряет настройку, режущий инструмент затупляется, что и приводит 
к ухудшению качества обработки изделий. Поставлена задача- определить 
момент, когда следует остановить станок и провести его подналадку или 
сменить инструмент. Для определения этого момента проверяют качество 
изготовленных деталей. Наблюдение^ проведенное после двух часов работы 
станка, показало, что изделие не отвечает установленным требованиям. 
Причиной может быть качество заготовки, случайные изменения режима работы 
станка. По единичному замеру нельзя принимать решение об остановке станка. 
Нужны дополнительные замеры. Сколько должно быть проведено наблюдений? 
Как обработать результаты наблюдений и сделать обоснованные практические 
выводы? Получить ответы на эти вопросы позволяет математическая статистика.

Рассмотрим еще один пример. Исследователя интересует зависимость 
урожайности определенной культуры от количества внесенных удобрений 
и качества обработки почвы. Для выяснения этой зависимости собраны 
сведения об урожайности, количестве внесенных удобрений и качестве об­
работки по достаточно большому числу одинаковых участков (примерно 
с одинаковыми почвами, климатическими условиями, организацией работы 
по сбору урожая и т. д.). Как, используя эти сведения, количественно оценить 
складывающуюся в среднем зависимость урожайности от количества внесенных 
Удобрений и качества обработки почвы и использовать ее для предвидения 
Урожайности? На этот вопрос также дает ответ математическая статистика.
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Для широкого круга явлений при сохранении постоянными основных 
условий испытаний отмечается неоднозначность полученных результатов. 
Примером таких случайных явлений служат погрешности измерений. Измеряя 
один и тот же предмет, например взвешивая его на аналитических весах 
много раз, получают близкие, но все же различные результаты. Это 
объясняется тем, что результат каждого измерения содержит случайную 
погрешность. Предвидеть эту погрешность, а следовательно, и результат 
каждого конкретного измерения нельзя. Однако если определенным образом 
систематизировать результаты измерений, то окажется, что в их изменении 
можно увидеть некоторую закономерность — статистическую устойчивость. 
Изучение этой закономерности позволяет, например, предвидеть в среднем 
результат серии измерений.

Математическая статистика— наука, изучающая методы обработки резуль­
татов наблюдений массовых случайных явлений, обладающих статистической 
устойчивостью, закономерностью, с целью выявления этой закономерности. 
Выводы о закономерностях, которым подчиняются явления, изучаемые ме­
тодами математической статистики, всегда основываются на ограниченном, 
выборочном числе наблюдений. При большем числе наблюдений эти выводы 
могут оказаться иными. Для вынесения более определенного заключения 
о закономерностях явления математическая статистика опирается на теорию 
вероятностей.

В отличие от математической статистики, имеющей дело с результатами 
наблюдений случайных явлений, теория вероятностей формально— логически 
изучает закономерности случайных явлений и имеет дело с математическими 
моделями случайных явлений. Обработав результаты наблюдений, исследова­
тель выдвигает ряд гипотез, предположений о том, что рассматриваемое 
явление можно описать той или иной вероятностной теоретической моделью. 
Далее, используя математико-статистические методы, можно дать ответ на 
вопрос, какую из гипотез или моделей следует принять. Именно эта модель 
и считается закономерностью изучаемого явления. Правомерен такой вывод 
или нет, покажет практика использования выбранной модели. Таков типичный 
путь математико-статистического исследования.

Математическая статистика, опираясь на вероятностные модели, в свою 
очередь, влияет на развитие теории вероятностей. Окружающий нас мир 
многообразен, и задачи, возникающие при изучении тех или иных случайных 
явлений, при обработке результатов наблюдений над ними требуют разработки 
новых вероятностных моделей. Математическая статистика и теория вероят­
ностей— две неразрывно связанные науки.

Ч А С Т Ь  I
О С Н О В Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  К О М Б И Н А Т О Р И К И

Г Л А В А  1
РАЗМЕЩЕНИЯ, ПЕРЕСТАНОВКИ, СОЧЕТАНИЯ

§ 1.1. Правило умножения и сложения

Установим два важных правила, которые часто применя­
ются при решении комбинаторных задач. Для этого рассмот­
рим решение следующей задачи.

Задача 1.1. Необходимо составить варианты контрольной 
работы, каждый из которых должен содержать три задачи. 
Одна задача выбирается из любого параграфа I гл. сборника 
задач, вторая— из любого параграфа II гл., а последняя — из 
любого параграфа III гл. При этом следует учесть, что I и III 
гл. содержат два параграфа, а II гл. — три параграфа. Сколько 
видов контрольной работы можно составить исходя из этих 
условий, если вид работы определяется только номерами 
параграфов, из которых выбраны задачи?

д Задачу решим двумя способами.
С п о с о б  1. Пусть каждой задаче соответствует двузначное 

число, где первая цифра соответствует номеру выбранной 
главы, а вторая — номеру параграфа. Чтобы не допустить 
ошибки при подсчете, воспользуемся специальным г р а ф о м ,  
который иногда называют д е р е в о м  (рис. 1.1).

Начальную точку обозначим буквой О . Двигаясь все­
ми возможными путями по ребрам графа слева направо,

Ti й л
и  21 32
II 12 31
и гг зг
II 23 31
11 23 32
12 21 31
12 21 32
12 гг л
12 22 32
12 23 31
12 23 32

Первая Зторая Третья Виды конт рольной
задача за д а ч а задача рабо т ы

Рис. 1.1

9



начиная с точки О  получим 12 различных видов контрольной 
работы.

С п о с о б  2. В задаче требуется для каждого вида конт­
рольной работы подобрать три параграфа по одному из 
указанных трех глав, т. е. следует заполнить три клетки на 
карточке для контрольной работы. Изобразим эти клетки

следующим образом: I I I I

В первую клетку можно поместить либо 11, либо 12. Поэтому 
первую клетку можно заполнить двумя способами:

| 2 | | | . На «дереве» это обстоятельство иллюст­

рируется двумя ветвями, исходящими из точки О  и ведущими 
к столбцу «Первая задача». Для каждого из двух способов 
заполнения первой клетки имеется три варианта заполнения 
второй клетки, так как вторую задачу можно выбрать 
тремя способами, поскольку гл. II содержит три параграфа:

и  1 U __I
Первые две клетки можно заполнить шестью способами: 
2-3 =  6. Заметим, что именно 6 ветвей заканчиваются в столбце 
«Вторая задача». Для каждого из этих шести способов 
существует два способа заполнения третьей клетки, так 
как третья задача может быть выбрана из двух параграфов

гл. III: Г г ...Г Т 'Т Т Н

Тогда общее число способов заполнения трех клеток равно 
2-3-2=12.  Именно столько ветвей заканчивается в столбце 
«Третья задача». Таким образом, исходя из условий задачи, 
можно составить 12 различных видов контрольной работы. А 

Задача 1.2. В группе 30 человек. Необходимо выбрать 
старосту и профорга. Сколькими способами можно это сделать?

д Старостой может быть выбран любой из 30 учащихся, 
т. е. существует 30 способов выбора старосты. После того 
как староста уже выбран, профоргом можно выбрать любого 
из оставшихся 29 учащихся. Таким образом, одному способу 
выбора старосты соответствуют 29 способов выбора профорга. 
Следовательно, общее число способов выбора старосты и про­
форга равно 30-29 = 870. а

Рассуждения, которые были проведены при решении преды­
дущих задач, подтверждают справедливость следующего про­
стого утверждения.

Правило умножения. П у с т ь  т р е б у е т с я  вы п о л н и т ь  о д н о  за 
д р у г и м  к а к и е -т о  к  д ей ст ви й . Е сл и  п е р в о е  д е й с т в и е  м о ж н о  
вы п о л н и т ь с п о с о б а м и , в т о р о е  д е й с т в и е  — п 2 сп о со б а м и ,
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т рет ьк  — п 3 сп о со б а м и  и т а к  д о  k - г о  д е й с т в и я , к о т о р о е  м о ж н о  
вы полндупъ пк с п о со б а м и , т о  все  к  д ей ст ви й  в м е с т е  м о г у т  
бы т ь вы п ол н ен ы  пл п 2 п 3...п к сп о со б а м и .

Это правило дает удобный универсальный метод решения 
многих комбинаторных задач.

Задача 1.3. Четыре мальчика и четыре девочки садятся 
на 8 расположенных подряд стульев, причем мальчики садятся 
на места с четными номерами, а девочки— не места с нечет­
ными номерами. Сколькими способами это можно сделать?

А Первый мальчик может сесть на любое из четырех четных 
мест, второй — на любое из оставшихся трех мест, третий — на 
любое из оставшихся двух мест. Последнему мальчику предоста­
вляется всего одна возможность. Согласно правилу умножения, 
мальчики могут занять четыре места 4 - 3 - 2 - 1=2 4  способами. 
Столько же возможностей имеют и девочки. Таким образом, 
согласно правилу умножения, мальчики и девочки могут занять 
все стулья 24-24 = 576 способами. А

Задача 1.4. Имеется 20 изделий 1-го сорта и 30 изделий 
2-го сорта. Необходимо выбрать два изделия одного сорта. 
Сколько способов выбора двух изделий возможно в данной 
ситуации, если учитывается порядок выбора изделий?

д Условимся первым действием считать выбор изделий 
1-го, вторым — выбор изделий 2-го сорта. По правилу умноже­
ния два изделия 1-го сорта можно выбрать 20-19 = 380 
способами. Аналогично, два изделия 2-го сорта можно выбрать 
30-29 =  870 способами. Согласно условию задачи следует 
выбрать два изделия одного сорта, не важно какого. Это могут 
быть либо изделия 1-го сорта, либо изделия 2-го сорта. Таким 
образом, должно быть выполнено либо первое действие, либо 
второе, но не первое действие, а затем второе. Эти действия не 
могут быть выполнены одновременно, поскольку они взаимно 
исключают друг друга. Поэтому общее число способов выбора 
изделий одного сорта равно 380 +  870=1250. А

Соображения, которые были приведены при решении 
последней задачи, позволяют сформулировать правило сложения.

Правило сложения. Е сл и  д в а  д е й с т в и я  в за и м н о  и ск л ю ч а ю т  
д р у г  д р у г а ,  п р и ч ем  о д н о  и з  н и х  м о ж н о  вы п о л н и т ь т  с п о со б а м и ,  
а д р у г о е — п с п о со б а м и , т о  вы п ол н и т ь о д н о  л ю б о е  и з  э т и х  
дейст вий  м о ж н о  п +  т  сп о со б а м и .

Это правило легко распространить на любое конечное 
число действий.

§ 1.2. Размещения

Пусть имеется некоторое множество, содержащее конечное 
число членов. Например, множество учебных групп в тех­
никуме, множество книг на полке, множество населенных



формула (1.1) принимает вид А™ =  п \ / 0 \ ,  а формуда (12)- .̂ 
следующий вид: А "  =  п\ .  В дальнейшем будем считать 0! = 1? 
что позволяет использовать формулу (1.1) для случая п =  щ.

Задача 1.6. Сколько можно записать четырехзначных чисел, 
используя без повторения все десять цифр?

А Так как в любом числе важную роль играет порядок 
входящих в него цифр, то для ответа на поставленный 
вопрос, очевидно, следует определить число размещений 
из 10 цифр по 4:

= — = 7  -8 -9 -10 = 5040.
10 6! 6!

Однако не все последовательности из 4 цифр представляют 
собой четырехзначное число, поскольку среди них есть и такие, 
у которых на 1-м месте находится 0. Найдем число таких 
последовательностей. Так как у рассматриваемых последова­
тельностей на 1-м месте уже стоит 0, то следует выбрать 
еще 3 цифры из оставшихся 9. Найдем число размещений 

9!из 9 по 3: А д =  -  =7 -8 -9 = 504. Таким образом, искомое число

четырехзначных чисел равно разности A i 0 — Л |  =  5040 — 504 = 
= 4536. ▲

§ 1.3. Перестановки

Рассмотрим теперь отдельно случай, когда т  =  п. Соответст­
вующие этому случаю размещения называются п ер ест а н о вк а м и .

О п р е д е л е н и е .  П е р е с т а н о в к о й  и з п э л е м е н т о в  н а зы ва ет ся  
л ю б о е  у п о р я д о ч е н н о е  м н о ж е с т в о , в к о т о р о е  в х о д я т  по одн ом у  
р а з у  все  п р а зл и ч н ы х  э л е м е н т о в  д а н н о го  м н о ж е с т в а .

О Пример 1.3. Пусть имеются числа 3, 5, 7. Этому множеству чисел 
соответствует 6 перестановок: 357; 375; 537; 573; 753; 735. #

О Пример 1.4. Слова «барк» и «краб» образованы в результате 
перестановки букв, составляющих слово «брак». Число таких перестановок 
равно 24, так как <

л 4!
А $ = - = 4 ! = \ -2-3-4 =  24. •

0 !

Отметим, что перестановки состоят из одних и тех же 
элементов, но отличающихся между собой порядком. Число 
перестановок п различных элементов будем обозначать симво­
лом Р„.

Теорема.  Ч и сло п ер ес т а н о во к  п р а з л и ч н ы х  элем ен т ов  
р а в н о  п \,  т . е.

Р „  =  п\ (1-3)

□ Так как перестановки являются частным случаем раз­
мещений, то при п =  т  получаем Ри =  Л" =  «!/0! =  я! ■

Задача 1.7. Сколькими способами можно расставить девять 
различных книг на полке, чтобы определенные четыре книги 
стояли рядом?

Л С п о с о б  1. Будем считать выделенные книги за одну 
книгу. \ Тогда для шести книг существует 
Р ь =  6! =  720 перестановок. Однако четыре определенные книги 
можно переставить между собой Р А = 4! = 24 способами. По 
правилу умножения имеем Р6 • Р А — 720 • 24 =  17 280.

С п о с о б  2. Возможны следующие случаи: первая из четырех 
книг стоит на 1-м месте, тогда четвертая стоит на 4-м месте; 
первая книга стоит на 2-м месте, а четвертая стоит на 5-м, 
первая стоит на 6-м месте, тогда четвертая стоит на последнем, 
9-м месте. Число таких случаев равно шести. Сами книги 
могут быть переставлены Р А — 4! = 24 способами. Значит, по 
правилу умножения выделенные четыре книги можно рас­
ставить 6 • Р А=  144 способами. Оставшиеся пять книг можно 
переставить Р 5 = 5! =  120 способами. Воспользовавшись снова 
правилом умножения, приходим к тому же результату, который 
был получен при первом способе решения: 
Р А - 6 - Р 5 =  Р А - Р 6 — \ 1  280. ▲

§ 1.4. Сочетания
Если два различных размещения состоят из одинаковых 

элементов некоторого множества, то они обязательно отлича­
ются порядком входящих в них элементов. Иногда возникает 
необходимость не учитывать порядок элементов, входящих 
в размещение. В этом случае все т \  размещений, которые 
состоят из одних и тех же т  элементов, считаются нераз­
личимыми.

Предположим, что из чисел 3, 5, 7 необходимо составить 
различные произведения двух чисел. Таких произведений только 
три, а именно: 3-5 =  15; 3-7 = 21; 5-7 =  35. Это объясняется тем, 
что произведения вида 3-5 и 5-3 совпадают, так как порядок 
сомножителей, входящих в произведение, не учитывается. Если 
требуется из указанных цифр составить двузначные числа, то 
таких чисел уже шесть. Запишем эти числа: 35, 53, 37, 73, 57, 75. 
Как видно, здесь уже пришлось учитывать порядок цифр.

При выборе делегации в составе 3 человек из 30 учащихся, 
очевидно, не надо учитывать порядок выбранных делегатов, 
так как все члены делегации равноправны. Однако, выбирая 
физорга, старосту, профорга из тех же учащихся, порядок 
уже приходится учитывать. Каждый конкретный результат 
выбора из 30 учащихся делегации в составе 3 человек — это 
сочетание из 30 по 3 в отличие от размещения из 30 по 3.

Оп р ед е л ен ие .  С о ч ет а н и е м  и з  п э л е м е н т о в  по т  н а з ы в а ­
ет ся  л ю б о е  п о д м н о ж е с т в о  и з  т  э л е м е н т о в , к о т о р ы е  п р и н а д ­
л еж а т  м н о ж е с т в у , с о с т о я щ е м у  и з  п р а зл и ч н ы х  э л е м е н т о в .
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способами. Тогда Р(В) = 6 ■ 4/Cj0, P(C) = Cl / Cl 0. Так ка* 
события В и С несовместны, то, по теореме сложения,

Р(А) = Р(В+С) = Р(В) + Р(С) = 8/15 +  2/15 = 2/3. А
При решении рассмотренной задачи не рассматривалось 

событие D — «выбраны двое мужчин», вероятность которого 
P(D) равна /Сf0 = 1/3. Теперь можно заметить, что события
В, С, D образуют полную группу, события D и А — проти­
воположные, а Р(В) + Р(С)+P(D)= 1.

Обобщим и докажем полученные результаты в виде 
следствий теоремы сложения. Эти действия помогают упро­
стить решение многих вероятностных задач.

С л е д с т в и е  1. Сумма вероятностей попарно несовместных 
событий Ах, А2, А3, ..., А„, образующих полную группу, равна 1.

□ Рассмотрим событие £ = А х + А 2 + А 3+ ... +  А„. Оно за­
ключается в том, что в результате опыта произойдет одно 
из событий Ах + А2 + А 3+ ... +АП, неважно какое. Так как 
указанные события образуют полную группу, то в результате 
опыта всегда наступит событие Е, т. е. оно является до­
стоверным (см. § 2.1). Тогда Р(Е)= 1 (свойство 1° вероятности). 
События, образующие полную группу, попарно несовместны, 
поэтому можно применить теорему сложения. Имеем

Р{Е) = Р{Ах + А 2 + А 3-\-... +А„) =
Р( А1) + Р(А2) + Р(А3)+. . .+Р(Ая)=1. Л

С л е д с т в и е  2. Сумма вероятностей противоположных 
событий равна 1, т. е.

Р(А)+Р{А)=  1.
□ Противоположные события несовместны и образуют 

полную группу, а сумма вероятностей таких событий равна 
1 (следствие 1). ■

Для решения задач удобно_ использовать следствие 2, 
записанное в виде Р[А)=\  — Р[А). Это связано с тем, что 
часто бывает трудно вычислить вероятность некоторого со­
бытия А, а вероятность противоположного события А вычис­
ляется легко. В таких случаях сначала вычисляют вероятность 
противоположного события, а уже затем вероятность самого 
события, используя приведенную выше формулу. Проиллюст­
рируем применение следствий теоремы сложения следующими 
задачами.

Задача 3.3. Бросаются три игральных кубика (можно одни 
кубик три раза). Какова вероятность того, что сумма выпавши' 
очков меньше 17?

д В результате бросания трех игральных кубиков могут 
появиться 16 различных сумм очков от 3 до 18, которые

образуют полную группу событий. Для решения задачи следует 
вычислить вероятности появления 14 сумм очков от 3 до 
16, а затем сложить их. Это довольно трудоемкая операция. 
Поступим по-другому. Найдем вероятность выпадания 17 и 18 
очков. При бросании трех кубиков возможно всего N= 
= 6- 6- 6 — 216 исходов; 18 очков могут выпасть только в одном 
случае, когда на всех кубиках 6 очков. Поэтому вероятность 
выпадания 18 очков равна 1/216. В трех случаях могут 
выпасть 17 очков. Это произойдет тогда, когда на одном 
из кубиков 5 очков, а на остальных по 6 очков. Следовательно, 
вероятность выпадания 17 очков равна 3/216. События «сумма 
выпавших очков меньше 17» и «сумма выпавших очков больше 
16» являются противоположными. Обозначим их А и А соот­
ветственно. Тогда, по теореме сложения вероятностей, Р(А)  
= 3/216+1/216 = 1/54. Откуда

Р(А)=1 —Р(А)= 1 —1/54 = 53/54. а

Задача 3.4. Среди одинаковых по внешнему виду 11 
изделий находятся три бракованных. Произвольно вынимают 
три изделия. Найти вероятность того, что среди них хотя 
бы одно бракованное.

д События «среди вынутых трех изделий хотя бы одно 
бракованное» и «среди вынутых трех изделий нет бракованных» 
являются противоположными. Обозначив их + и + соответ­
ственно. Найдем вероятность события А. Число всех исходов 
испытания_равно С п, а число исходов, благоприятствующих 
событию А, равно Cl  (из 11 изделий по условию 8 стан­
дартных). Следовательно,

Р{А )= С 1/С 3хх = 56/165,
откуда

Р ( А ) = \ - Р { А ) =  1-56/165= 109/165. А
Рассмотренная выше теорема сложения вероятностей при 

вычислении вероятности суммы событий предусматривала их 
несовместность. Если же события совместны, то формула 
вероятности их суммы будет иной. Убедимся в этом при 
решении следующей задачи.

Задача 3.5. Отдел технического контроля проверяет на 
стандартность по двум параметрам серию изделий. Было 
установлено, что у 8 из 25 изделий не выдержан только 
первый параметр, у 6 изделий—только второй, а у 3 изделий 
не выдержаны оба параметра. Наудачу берется одно из 
изделий. Какова вероятность того, что оно не удовлетворяет 
стандарту?

д Рассмотрим следующие события: А — «у изделия не 
выдержан первый параметр»; В— «у изделия не выдержан
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